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Capitolo VII
( LASTRE PIANE INFLESSE

i-) - LASTRE RETTANGOLARI

]

7.1. GENERALITA®

} 51 definis T a pi sotrile un lido
a) inisce lastra piang =2 soli

avente lo spessore molto pid piccolo del
delle facce superiore e

le dimensiona inferiore (s << 1x, s 0

¥
di conseguenza, adattato un riferimento cartesiano con gli

assy X, _g(g1acenc' sul piano medio della 1551::'9& Bessibile Sup=
porre che le fibre secondc z, molte pit corte delle altre, riman-—
AAAASNAS NS N A
ganc indeformate anche dopo 1'applicazione dei carichi, ossia che
ogni fibra normale alla lastra si conservi di uguale lunghezza, ret

ilinea e normale alla superficie media deformata; e poich® si con-

sitera allora la cilatazione g, nulla in ogni punto,fle lastre
z

lette Corml tid;mensional.l)

7

[
E

ontementse vercan?

e

flessa, carlcata <138 con forze agentl nortnalmente al piang medio.

ropranta la leformata 3ssumerd curvature non nulle sia nel piano
1 : 1 . 3 G
%,z f—), sia nel zisra y,z {z—); inoltre le dilatazioni (Ex'ey)'

x ¥
redrema c1d in seguito, verranno considerate nulle sul planc medio,

come per le travi inflesse s1 considera nulla la dilatazicne Ex

Iungo 1l loro asse X ., /
|

t, Una prima dsservazilons,
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2 che anche in una struttura in cui le reazioni vincolari sonc
e i

mem

risultano incognite le distribuzioni delle

azionl interne unitarie

ciod le agioni Laterne che impegnanc le ideali strisce di

larghezza unitarl daile guali si pud pensare costituita la lastra.

( casi,

tente M
x

ad esempio, Tentre nel caso di fig. 7.2 2 noto 11 momento flet
nella sezione 1-1, € quindi anche il momento unitario me
risulta incognita la distribuzione delle azio

= fb mxdy.)

Siamo quindi in presenia d1 un tipo di struttura che possiede

€10 @ =

- (8
Ky medio «
nLointerne m t3ly per cul Mx

\p elevato qrada A: iperstaticitd interna diffusa su tutta la sua

estensLone,

=z
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Scheiﬂetiz:gta ancora, in prima apgrossimazinne, la lastra cone

un dopgiu ordito di strisce di larghezza un:tar}.a fra loro ortogo-

nali (fig. 7.3}, appare chiaro che ogm. porzmne di carics si ,\l;u.

tzsc:e fra En::ambe le strisce lntersecantesx nella zona di lncrocm

He consegue che insorgono azioni interne unitaris

im

sia secondo 1'asse x e tx). sia secondo l'asse vy

{m

M/m

Ls APPOGGID
5UL BORDO
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¥ LA FLESSIONE

DELL UNA PORTA
DUNGUE LA TORS DELL

ALTRA

Fig,
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accompagnand inevitabilmente i momenti tarcenti

Si osserva inoltre che alle azioni inTorne prima ricordate si
B ] WWW‘

e = neces
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sari ad assicurar-~ la congruenza fry la deformata di una striscia

con quella ad essa ortogonale €fig.—;.3).

Infine,

PP

vi & da os-

servare che 1a sezione di unt'ideale striscia unitaria per effetto
d; L _un momen to flettente che comprime le fibre superiori modifica la
's:avforma,
(e, =
Mame & splidale, contrasta tale libera 25pansilone, facarn

s
ten.uto conto d del Eenomenn dellia d11ataz;one trasversale
e ]

-VE )_ T In realtd la presenza delle stnsce adiacenti, a cul

do sorgere quindi uno stato di tensione anche nmelle ideali fibre

dirette secondo ¥ (cry =
P i ]
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DEFINIZIONE DELLE AZIONI IHTERNE €

-vux ) nel caso di totale tmpedlmenrtg ci

/

7.2, CONVENZIONL SUI LJR3 SSGHI

velendo precisare quanto & stato accennato in nrecedenzmﬁ—
siderata ad esempic per una lastra comungue vincolata e caricacta
Una sezicne normale alltasse x (Fig. 7.2bl, gcgorve comoscere 1l
Yalore delle azioni interne per tutte je strisce parallele a _9_5'

recise dalla stessa sszs%l.

Se con W, Wy T si indicano le funzioni che rappresentany

tala am.om. lnterne,, sulla sez;oﬂe la'z;ga dy di una generica stpi-

1

scia parallela a agiscono le spllecitazioni (m dy‘.m ayd, (s 4

) 3 ™ v
Le quant:-l.ti St e S
ro su una sezione pensata di larghezza i,

essendo le sollecitazioni che agn'ebbe-:

vengono freguentemente

dette "azioni unitarie”: le dimensioni fisiche sono di un momenta

s}Luna linghezza (FL/L) per le Ers.me due {espresse gquindi, ad e-

sempio, in kgcm/cm), e di una Farza per unitd di lum hezza per la

terza {espressa ad esempic in kg/cm)m, aAnaloghe osseryaziond

no esser fatte r una sezione che 1n:er~essz le strisce parallele

2 ¥ T

Da turto cid corsegue che,

per le guali le azioni intarne unitarie saranno .. ﬁ‘rf

tella la-—

consijeratd un alement »

e 1raltezza {fiag, 7.4), sulla facc.s
1-2 agiscono le sollecztazz.cm. ,fm -dy}_ r.“. Ay (m!y-dy) i
fmy-dx}, ({ »dx} (m

ed & chiaro che suzle,‘
facce x’xcuussm\e 3—4 2-4 le sallecztazlon'n. 51 J.mrer‘iono :anr\?

stra avent-’ 1z base

e

dx+dy

e sul-
gl

Pt B
13 Faccia 1-3 et

ferenZJalz.

R SN S
tandosi ¢i quantita pxcconssxme Dan& ai rispettivi dif

Nella stessa F1g. 7.4 sonc indicati i segni considarati positivi

per le varie azioni interne. -
Poiché i momenti torcentl sono Jenerati da tensioni tangenziz-

1 i ki =T ha anche m =m .
11 parallele ai lemkbi, essendo Txy vx s1 ha Xy o




Fig. 7.4

‘artanto per ogni elemento della lastra le azioni intgn_ie incogni—

mentre i hanno a disposizione soltanto 3 equazioni di

‘e sona S,

lquilibrio, poichd non interessano quelle alla traslazione secondo
e poich® una terza (di eguilibrio giratorio intornc all'asse

uin
2

LY.
.Y A stata urilizzata per ricavare la relazione txy = IW.

i si ha conferma del fatto che il problema & staticamente inde_fe.{'

1znato e che & indispensabile il ricorso a considerazioni
3a elastiGa; vedremo che la difficolt} verrd aggirata introducen-
io, guale ulteriore funzione incognita, 1a superficie alastica, 0S5
3ia 1o spostamento W secanda z, Pper cul determinati i legami

tra le azioni interne e la superficie elastica, & possibile assume

¢ quest*ultima come unica incognita; tale modo di procedere & evi

jertemente nello spirito el metado dell’eguilibrio.

LEITIVRA:

LS IPOTESE

La teoria delle lastre sottili inflesse (di KirchhofF) si ba-—
sa sulle seguenti ipotesi:

a) Conservazione della normale rettilinea (equivilente 2112 conser
vazione delle seziomi piane per i s3li4i prismaticil): come &
stato agcennata nella premessa, & legitrimata dall‘avere suppo—~
<to che la lastra sia sotlile, ed implicz lz trascurabilitd de}l
le dilatazion:, e anche gli

[0 5 Pes )

1a deformazione dovuta a3l taclioj
scorrimenti nei riani orizzontali variang linearmen

te lungo 1o spessare.

») validit} 3ella lecce 11 Hooke,

iape ..o allo speasore della la-

¢) Spostamenti verticali w piceoli r

s=ra : consegue da cio' che, ad ssemplo secondo x {(fig.7.5 ; &

une dildtazione positiva della fibra 4’ intradosBo, 2 ® + 55

corrisponde una variazione della retazione ?x refasiva)
31’ T = ':fx ~ s -32\1 f
Elio== —_ T - S a]

.

312

inclire sale ipotesi implica L2 -rascurabili<a® delle dilatazio
ny &_(. E!'r nel piano medio;
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si indicherammo con i simboli soprassegmati i valeori massimi

7.4, RELAZIGNI FONDAMENTALI

delle tensioni e delle deformazioni specifiche.

2} — Relazioni tra azioni internme e temsioni

oltre allas validitd della legge di Hooke, la
variazione lineare nello spessore della lastr2 sia delle dilatazig
ni, sia degli scorrimenti nei piani orizzontali {punto 73vata B
momenti Flettenti danno lucgo a tensioni normali distribuite 1:'-.:;55
531\:5, wariabili da zero sul piano medio sino a un valore o ‘;1?
lembi; e i momenti torcenti dan luogo a tensioni tangenziali varia
Per cui pud scriversi

Larn )
bili anch'esse linearmente.

Invece acli sforzi_taglinti corse 1.2 Tensionl trnconziali

dirette secon o z fdistribuite come zup 1 sezione re san~olare

1.8 di una rrave) e 4i vilorc massimwo,s WOLl sSpCIsON :

G.d

b} - Relszioni tra tensioni e deformazioni specifiche (&

Per la legge di Hocke generalizzatat

E
ETETE

taot,

¢} - Relazioni tra deformazioni specifiche = su~orficie @lasticay

Per 1'ipotesi del runto 7.3 {relnz. al :

Cc:ij

inoltre per le medesime ipotesi e per quanto ~GsSira 13 ERHl T.95
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_ [ER RISOLVERE LA PIASTRA,
_ IMpasTiAMO L’ EQUAZ b

1) - Relazioni trs azioni interne e superficie elastica

Dalle precedenti relazioni Si otriene:
I = E.. 2 G- =t (s )
x 0 .2 ' b 52 x!
o x 1297 2 ¥ Py ¥
.3
= 2.5 -
T ™ T (1-) o2y

guindi, sostituendo nelle {__'.o‘.‘l_l e posto

3 2 ey B P EAR’EB

- | . VERTIL DISTR
risulta

G mx=—aiw;+ v u;}. myx—B('v;-t v w;}. mxy=.ﬂ(1-1’]B-W;y . .4

i Tali tre relazioni derivang dalle tre relazioni di congruenza
e, [2]; restano da utilizzare le tre equazioni di equilidrio.
scrivendo, per un elementn della lastra, quelle alla rotazione in-

torno agli ass: y e x, si ottiene (fig, T8}z

3= m ' am am
x adx v y 3y ax
= terends conta delle !,__g-v

33“+_§_3.‘i‘l.}_

i E, o Spfe =
1 3y 3y oK’

G.sb

Iafane, per 1'equilitrid allz traslazzione secondd z, conside-—

sansn 1'2léemonTo So02e{ts ol Caricod ¢sterno  pecx.dy, risulta

= dr, At

Ju2sta egquazicne ¢ nota Come “equazione di Lagrange™, in gquanto

cne guesti la ricavd nells foarte .efinitiva nel 1811 rielaborando

un preccedente contritute © . 3crhie Cermdin.

oA

r - +@/)’J N i
Tl A

da tale equazio-

Ottenuta, quands & possibile, la funzione w
ne, mediante le relazionm: [7.4] e [7.3] -si possono calcolare lco
azionil interne in agai punta.

i Jella EIG] grma: Sp conosconc le soluzioni relative a: pid im

pﬂrtantir casy di vincslo, Ta ron si 2 in possesso della soluzipne

LAGRANGE © (TRAGLUR LA DIMOSTRAZ):

85

general-.

Fig, 7.9
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.5. LE CONDIZIONI .u.chrizm PasTE DAI VINEULI

Fe5:3.

~3

Se si indicano con x e y le direziori normale 2 tangente
al contorno in un gencrico punto di questo, Si hanno per i

pid importanti casi le seguenti condizioni:

a) contorno incastrato

S
v=20, (e o 7.7]
b} contorno appoggisto socgctio al somento asterna mxo
_ _ u T . ~
w= 0, D(v}je-vvz] = Ml 7.€]

c) contorno libero sovgetto a momenti Mo 4 forze listribuite

Ty ¥ AR termini rigorosi le condiziori i limiti sono che 1c¢
tre componenti dell'azione interma debbono eguigliare le corri-
spondenti azioni esterne, HMa Kirchhoff disostrd (1050) che una
i tfeli condizioni & di troppo, in secuite 11ifiperesy della
conservazione della normale rettilinea € ~1 conseguent? diainul

ta numero 4i gradi di libertd per la lastr~; & che essc 31 rilu

cono gquindi alle due seguentl +
gm,
<F r
=m fopaatis =
T xo © tx * 3y U0 g ?}

le quali, tenendo conto delle relazioni [7.4], [7.3], ressono

-enire scritte nella forma:r

+ {2-w) M =q. .
g )

" 1] =
—B(va'va) = Mo -8 L_'-'EUJL

La limestrazione di Kirchhoff, impeccatile sotto il panto i
vista deduttivo, lascia in ombra gli aspetti fisici dcl problean
e da essa non risultano evidenti le ragiloni per le quali ron appata
la parte [inita del momrento torcente € la derivata 21 questo venga
assorbita nella relazione riguardante il taslio. homsor © Thait
(1€67) diedero di essa un'interpretazione semplificata: s conside
riamo il contorno della la
stra sottoposto ad un» di-
stribuzione di momenti tor
centi, per il principio 2i
saint Yenant appare lecito
sostituire 1'azione relati
va al tratto 1nfinitesimo
1-2 lungo dy (Eie. 7.10}
con lu¢ [orze verticali v
tall che

vxﬂy = nrfdy' '

da cui




pensando di eseguire un'analoga operazione per 1l tratto seguente
2~3, l'azione corncentrata deve valere

(Vx * dny)dy = (mw 3 dy'\‘-xy)dy

e pertanto, in corrispondenza del confine dei due tratti considera

ti, rimane il solo incrementod della forza V pari a

dm
- .
"y Y

tale differenziale A relativo al tratro dy, quindi la corrisponden

te azione tagliante unitaria risulta

e guesta va ad aggiungersi al taglio tx , per cui si ottiene la
seconda delle E‘ﬂ

Dove il contorno presenta un brusco cambiamento di direziome,
ie forze consecutive non si eliminanc e rimane pertanto una forza
concentrata; in particolare se l'angolo & retto ed & quindi mxy =
, tale azione concentrata in corrispondenza dell’angolo vale:

2m 7.1

xy

e

I1 ragionamento di Thomson e Tait non mette in luce la circo-
stanza essenziale per la quale le condizioni di kirchhoff sono quel
le che corrispondono all'impiego dell'equazione di Lagrange; tuttia-—
via da esso, a parte 1*utilatd cderivante dalla semplice raffigura-
zione, si pud trarre 1l rilievo che l'errore conseguenie all'impie
go dell'equazione Q1 Lagrange e alle correlative cond;z;onl ai li-
miti, interes%a una stretta fascia perimetira’ - -ellq;égstra. larga
all'incirca quanto lo spessore.

In definitiva possiamo osservare che, quando si impieghl 1'egua
zione di Lagrange, Sul contorno 2 necessario operare in termini di

azioni fittizie taglianti anzichd di azioni torcenti.

7.5.2, Le condizioni di vincolo verranno sempre raffigurate Segnan
do un tratteggisa inclinato lungo il contorno incastratd; un
tratteggio parallelo al bordo, nel caso che guesto sia appoggiato;

e un semplice segns continuo per il contorno libero (Fig. 7.11).

7.6. I _CASI NEI QUALI E' STATO POSSIBILE RISOLYERE L'EQUAZIONE
DI LAGRANGE

si & gid fatto cenno all'inpossibilitd di disporre di una soly
zione fell'equazione di Lagrangé per qualunque condizione di forma
e di vincolo: sappiamo che la soluzione generale, essendo ltequa-—
zione del 4° oriine, deve contenere quattro funzioni arbitrarie,
Aa determinare con le condizioni al contorno; ma & per l'appunto
quest'operaziane che pone le pid gravi difficoltd. Alle volte la
soluzione dell'equazione di Lagrange pud egser Ffornita in forma
chiusa e con ifimpiego di Ffunzioni elementari: & per esempio il ca
s della lastra ellittica incastrata o quello pid importante della

lastra circolare aproggiata o incastrata, In 2lIri casi & possibi

1e, disponendo 4i funzioni che spontaneamente soddisfano carte con
digioni di vincolo, svilupparle in serie in medo da rendere ovun-—
que soddisfatta 1'equaziane di Lagrange: Navier; nel §B20, ancor
prima che venisse messa a punto 1a deduzione della stessa equazid—
ne che Lagrange aveva lasciato senza dimostrazione (Poisson, 1828),
diede, per la jastra rettangolare appoggiata al contorna, le prime
soluzioni, ancora oggi impiegate, sotto forma di serie doppie tri-
gonometrlche. e, circa un secolc depo, lewe {1922) impiegd ancora
serie doppie per 1a r1soluzlone del solaia a fungo.

Un notevole passo avanti venne fatto da Levy {1839), che dimo—
strd 1z possibilitd di ottepere, per la lastra rettangolare, la so
luzzone mediante serie semplici: la presenza delle funzigni trige-—
numetrxche ancora fissava le Cﬂndizlﬂﬂl di vincele lungo due lati
opposti, ma lunge gli altri due qualunque situazione poteva essere
esaminata.

Molty altri studi si posero nella scia di tali fondamentali sg
luzioni, # oggigiorno si dispone dalla conoscenza di gran parte del
casi che pill frequentemente s'incontrand nella progettazione. Ma
1e soluzioni rigerose, nellfambito s'intende delle approssimazioni
insite nell‘implego dell'equazione di Lagrange, trovano, come Si 2
detto, limiti per ora invalicabili nei confreonti della risoluzione
generale del problema della lastra piana. Per cui risuitatli nuwme-—
rici & possitile ottenmerli soltanto sconfinando nel campo delle
differenze finite o degli elementi Finiti: Nielsen e Marcus (1919)
ricorser> appuntc ai metodi alle differenze {inite, e mostrarono
come possa venire affrontat> 1o stucdio delle possibili condizioni
di vincolo. -Marcus spezzd 1'equazione differenziale del guart’or—
dine in due del seconds, ci} che portd alla ribalta, oltre alla
funzione w, una seconda funzione incognita legat2 zi momenti flet
tenti; appare tuttavia preferibile operare cirettamente sulltegua—
zione del quart'ordine. Zienkiewic: 2 altri detters avvio ad ampie
trattazioni numeriche di protlemi di lastre inflesse con il metodo
agli elementi {initi impiegando opportuni codici di calcono autamgz

tico.

7.7. L'IMFIEGO DELLE DIFFEREHZE FINITE HELLG STUDLO DELEZ LASTRE
. RETTANGOLARI

7.7.1. Le relazioni generali

Come & nota la risoluzione delle equaziomi differenziali impie
gando le "differenze finite" (?‘1) si Fonda sulla circostanza che,
se di una funzione, continua assieme alle sue derivate, si conosc3
no i valori della funzione stessa nell'imtorno di un punto k, 2
possibile calcolare, s*intende in modo approssimato, i valori del-
1a derivata prima e delle successive Come rapporti incrementali fi
niti. Nel caso quindi delle la-
stre ptane, pensata le lastra, €2

munque vincolata e caricata, Sud-

di nodi posti nei vertici di un

divisa in un numero conveniente Lg
<L

reticolo, ad esempio ortogonale

(fig. 7.12), per ciascun nodo X

si esprimono, an funzione dei va—

lori che la funzione incognita

v{x, y} assume nel punto ¥ e nei

pun;i adiacenti, i valori delle 4o Fig. 7.12

rivate che Figurano nell'eqgaazione di

Lagramge, Nell'aipates:y dx Bo= ky:A e i B costante risulta:
.

\
30 w, — PR T & e At gu_aw +u Ve 4 d S e
20 v, E(a b Ve T R e Gl | Pt M- S

= phq/s {carica fistribuito)
(carico P concentrate) . E??:j

Di eguazioni el Tip2 [?.?f] se ne hanno tante guanti sond I nedi

L ey
(?") 51 pud vedere, 32 ec., F. FOZZATI, T-oriag e tecnica dellge
strutture, vol. 2, parte prima, cap. %i.




della lastra., Perd per i nodi impediti di spostarsi, lfequazione
di Lagfange non va scritta, in quanto esga scaturisce dalla condi-

0), e tale

zione di equilibrio alla traslazione secbndo z (2 2=

condizione pud esssere sempre soddisfatta per la presenza della

reazione del vincolo.

Se i} noda k @ lungo un lato o si trova immediatamente pros=—

simo a questo, nella [7.13] sono presenti alcune incognite relati-
ve a nodi non sitdati sulla lastra: tali aggiuntive incognite {che

diremo ausiliarie) sono necessarie per imporre le condizioni di vin

colo, e si otterrd cosi che il totale delle equazioni (equazioni

[7.72] = conéizioni ai limiti)ccincidono con il numero complesasjvo

<elle incognite stessc.

Cid corrisponde a pensare che la lastra prosegua oltre il con—

torno; e le parti adiacenti cestrette a deformarsi in modo da rea-

lizzare lunga il contorne stesso le condizioni ai limiti richieste,

disolto il sistema di equazioni, e determinati cosi gli sposta~-
marci W in corrispondenza dei nodi, si' trovanc le sollecitazioni

V= 0):

specifiche mediante le relazioni che seguono {valide per

mo=8(- wk—waw\ub)/lz . [7.+3]
T, = GE{ub—v)}+‘vc+=i1+wl-vd-'wm—WJ/Z"‘\B v E?TS]
o=t s .?(-si+w1—:um—wn) +

F.48

+ vc-ch/EI\}:

2 le corrispondenti espressioni delle azioni interne my, ty'

am,_
zy 3 "Sﬁ* , relative all'elemento di superfi ie largc 1 normale al
1'a353e y, si ottongano Facilmente per analegia.

E’ evidente che il grado di approssimazione ottenibile con il

procedimento esSposTto raisuita tanto maggiore quanto pidl raffittito

sl assume il reticolo dei nodi e guanto pid regolare & la Fynzione

che rappresenta il carico,

7.7.2. Le condizioni al contornc
e s S e

51 considerano le possibili condizioni di vincole nelle quali

pud trovarsi un lato, per esempio parallelo all'asse vy ,

2} Un lato della lastra & appoggiato

Se il nodo k & posto sul lato appogglato, risulta

G-+

Un lato dells lastra & incastrato

Se il n2do %k & pasto su tale lato, deve risultare

z.+d

c

Un lato della lastra 4 libero

Se il nodo, k & posto su tale lato, deve essere

87

quindi le due condizioni al contorno risultano:
ua # 2 vk-vb 5

v, = }S(wa ——vb)t 2(wm+ wn’-wi - wl) tY, .

Se il lato libero & sottoposte ad una distribuzione esterna

uniforme di coppie w‘xo e di carichi e * le condizioni al con-
torne diventano:

2
Moo = a(zyk-va—vb)/:\ s

32
B{:G(vb-—va} + a(wié»wl—vm—v“} + uc—th/E AT = T

7.7.3. [l modo di procedere

Viene considerato un reticolo che comprende i nodi sulla la-
8tra ¢ i nodi ausiliari, esterni ad essa.

Le file dei nodi ausiliari sono al massimo due; cid risulta
quando occorra scrivere l'equazione [7.12] anche per i nodi sul con
torno della iastra. §

5i scrivono dapprima le equazioni ai limiti; poi 1'equariore
['_'7.:2] per ogni nodo della lastra, eccezion fatfa per quelli impe-
diti di spostarsi.

Noti gli abbassamenti w, & possibile valutare qualuﬂque' azio-

ne ‘interna in corrispondenza dei nod} utilizzando le formule

G.13] ... 3.14].

Esempio 7.1

Una lastra quadrata di lato a, caricats uniformemente, 2 inca

strata lungo due lati opposti e appoggiata sui rimanenti (fig. 7.13).

Si assume A = 3/4 e

v=0.

Fig. 7.13

a) Le condizioni di vincolo forniscono per ¢ incognite ausiliarie .

W= - w,_ =

Wy Ty gt ¥yl Wy 1t Vs 2
b} Le equazioni [7.12] sono:
4
- a - =
20w, 8(0+v2+v3a.-0) +2(0+0rw, +0) + ¥ 4w 4w v = PA/B
. = 4
20 v, 8(w1+w1+v4f0) + 2(v3+0+w3+€]) + 0+0¢~w2 v, = pA /B .
4
20 v3 e(qu‘a»v‘&vi) + 2(0;0",-24-\::2) + v3+‘r3+0+0 = pA/B,
: 4
20 v4— 8(a'3+v3+w2+v2) + 2(w1+wf1—w1+‘v1 }+0+0+0+0 = pA /B .
I1 sistema delle 4 equazioni nelle incognite o "2' v3 e ¥4
risulta: -
v W, W, v pi\4/B
1 2 3 a \
22 -8 ~8 2 k]
-16 20 4 -8 1
-6 4 22 ~£ 1
8 =16 -16 20 1




La goluzione a:

"k T 2 3 4

v,  0,3083 0,6313 pat/e

(s D,4663

0,4145

I momenti si calcolano Facilmente com la G.Tﬂ; ad esempic nel

punto 4 (centro della lastra) risulta:

. . 3
2 a 2 ] b
m_= (2w —w —va)B/A =0,4336 p T3 = 0,027 pa  (invece di 0,0285 pazj, i

4 3

2
2 a P 2
my- (zvq—avz)aﬂ\ = 0,330 p e = 0,0206 pa” .

7.8.

I momenti atforno a un punto

I1 momento Flettente e quello torcente nell'interno di un
punto variano con l'orientamento della sezione che si consideraz e
si possono facilmente calcola-

re, quando siano neoti i valori

S

sulle sezioni
Per l'ele-

di m,m ,m
Xy xy
normali agii assi,

mento della lastra indicato nel

1a Fig. 7.14, soggetto ai momen

ti m_,m ,m , il momento

Xy Xy
flettente m & il momento tor

cente m (agenti sulla fac-

nt
cia normale all'asse n inclinag
te del genericc angolo a rispet
to alltasse x ) si ottengono su-—

bito scrivendo le condizioni di

Fig. 7.14

equilibrie alla rotazione intor-

s

no agli assi T, n:

2 2
M =M COS a + M _S5en a + T sen ’a
n % ¥ zy

1 .24
myET (mx—-m_}sen?u - mxycos 2a

Le relazioni [721] sono perfettamente analoghe a quelle che
legano le g e le 1 in un sistema piano di tensioni: infatti i

momenti m . mnt, mx, my..- mxy sl_ottengo?o d;x valori asscluti
massimi delle tensioni o T .. T o E agenti in corrispon
asgLmL e 2 Opr Tapr Tyt Tyt Txy B9 e
denza dei lembi) meltiplicandeli per 1-52/6 "

Per ogni punto esistono due direszioni ortogonali principali tp

1i che sulle sezioni normali ad esse i momenti flettenti Mo M

2
sono rispettivamente massimo e minimo. Dove il momento Flettente
acquista i1 valori estremi il momento torcente risulta nulle, quin
di le Msezioni principali® somo esenti da momento torcente,

Le direzioni principali formamo con x,y gli angoli «, e

{a,+90), con a, definitc dalla relaziocne

2 mx
€ 20 = 728
Xy
e i momenti principali wvalgono
m1 [‘ m +m
=---’-‘--2-—Z + % (mx-m ]2+4m2
, ‘L
se m_=m =m e m =0 (ossia se ¥,y sono direzioni
x y xy .
principali), dalle [7.27] si ha m =0, m =w; quindi tutte

le direzioni sono principali e la flessione & uniforme, Se il mo

mento mxy & diverso da zero, ma sono nulli i momenti Fflettenti
(m, =0, W= 0), le direziani principali sono inclinate di «4s5e

rispetto agli assi

b

i m = —m_ = .
X, ¥ e risulta i > m)‘:y

/4
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7.9,

-diagramni delle azioni inter

delle linee iscstatiche si

& uniforme, ossia i momenti

VALORI DELLE SOLLECITAZIONI PER ALCUNI CASI RICORRENTI

Lz bibliografia tecnica riguardante le lastre piane conta ormai

un estesissimo numers di studi pei quali si trovanc esaminati i ca-

i di vincolo e di carico pill importanti.
PR e e e ]

7.%.1. b

lastra
memente
ST

quadrata appoggiats al contorno c.

La soluziane venne ottenuta da Navier (1820) sotto forma di se

rie trigonometriche doppie e ,_‘_‘-j’

in serie semplici da Lévy

(1899) e da Nadai {1935). K, ST R T

T
|

ne relativi alle pill signifi

cative sezioni e il guadro

trovano indicati nelle Figg.,

12,

7.15 e 7.16; riportiamo quai 52 W e
che isolato valore di parti- '2_1'_'{"'@ _,,47 ge
colare interesse, xg(
Hel centro la flessiong Fig., 7.15 L"v

sono uguali in tutte le dire

zioniz infatti essendo sulle

sezioni normali a x e a2 y ! T
. : 1

m =0, %x e y risultano g

xy = :

direzioni principali e si ha i

i e

i

1

i

i

4

¥

inoltre mx-- my = mc : con

|

- B 251#’0’[
m_ =

[= Z7.14 *

2

pari circa al momento che Fig, 7,16 .

avrebbe la striscia appoggiata su due lati opposti divisc per = :)

Poichd 1'armonica Fondamentale della serie trigonometrica espri
mente il momento & fortemente prevalente sugli altri termini, lungo
le mediane il diagramma del momento poca'si scosta da quello sinu-
soldale,

11 valore massimo del momento torcente risulta in corrisponden

za dello spigolo e vale

Mella fig. 7.15 & riportato l'andamento del momentc torcente
lungo il lato y=0, e a propositc di tale azione & necessaric aver
presente l'interpretazione semplificata di Thomson e Tait delle con
dizioeni a) contorno determinante da Kirchhoff: poich? in genere il
momento torcente non esiste. $i deve considerare in un secondo tem-—
po la lastra Scarica soggetta scltantc a tale azione cambiata di se

gno, operazione questa che comporta praticamente soltanto un carica

mento dei vincoli e un'alterazione limitata a un'esilissima striscia

di bordc della lastra,
11 diagramma della complessiva reazione del vincolo ha la sus
ordinata massima nel centro pari, per ¥ = 0, a 0,46 pa; negli spi

rivolta versa

goli @ applicata la reazione concentrata R = me

il basso, quindi la lastra deve avere gli angoli impeditl di solle=-
varsi perchd, se cosi non fosse,
mente modificate,

In prossimitk dello spigolo, essendo nulli @, e diver—

ed my
so da O il momento torcente, le direziomi principali sono a =+ 459

rispetto alle direzioni dei lari e i momenti principali valgono:

2
faed, S '&2&1—;2}' {negativo, agente nel pianc normale avente
* per traccia la diagonale), .
2 -
(m ), = E‘a-—gl—éll (positivo agente nei piani paralleli al pia—

"oz Y.

N\

le sollecitazioni verrebberc sgensibil







=

Pud essere interessante ng

. ;
2 .
tare che per ¥ = 0 tali momen ;' e — ";é"V)T i ‘QQ d
ti sono maggiori di guelli che i : : <
si hanno nel centro; il loro an i ic ] ! i La\ L
damento lungo la diagonale & in i ”’5 @ !:5 ‘{:‘
dicato nella fig, 7.17 e, mentre e : %: a & H & ,
m_ cambia di segno alia distan- : el :' > \\ 2 P
za dallo spigolo pari a - 0,18 &, OQJZ";S} ______________ 4 i \/ U |
m, mantiene un valore pressochd Ze o8 Ve E
ormg, Della presenza, per L 2 rgaj \\ IE_“
il momento m , di valori nega- Fig. 7.17 - & ) \\ ?di
' |

tivi in ciascun angolo della la=-
stra, pud essere data una semplice giustificazione: le strisce dia
gonali sono sostenute dalla strisce ad esse ortegonali, e ltaziame
di spstentamento di gqueste si fa tanto. pid valida quanto pid esse
diventano corte; in corrispondenza dellc spigole 1la loro lunghezza
dfventa infinitesima, impedendo cosl alla stxiscia diagonale o

Di tale ultimo Fatto si ha conferma anche notando che,
(90, = (5.}, = 0,

zioni della Fibra parellela a2 z passante per

movimento,
sempre nello spigelo, si ha pertanto le rota-
4 risultano nulle
in qualunque direzione,

Essendo le lastre 4i piccolo spessore, le tensioni tangenziali
Ricordiamo infine che lo sposta

hanno di solito scarsa rilevanza.
= 0,00405 (pa’)/B, part

ment2 nel centro della lastra vale LA
all'incirca alla frecclia che avrebbe la lastra sppoggiata su due

lati opposti divisa per =a,

La Lostrg rettongol

uniformemente
e

igide e quindl le pift
.amenta, il valore del

La strisce pid sollecitate sono le pid
coprte: a mano a mand che il rapporto b/fa
momento massimo rapidamente si oavvicina a paz/ﬁ , Che compate al-
la striscia di lunghecza infinita; gid per Bfa =2 e w=0, 11
aonento vale -~ p,;_z_/a,a . 2 si Fa gquirdi tenue il beneficio derivan
te 4al funzicnamento come corpo bidimehsicnale,

Mella fig., 7.1% sono riportari i diagrammi dei momenti m . om

¥
naturalmente

2 iells Frecciz f al variare del rapporto b/fa; "

2 :
tende al valore pa™ /6 , my a 0 fper ¥ = 0) e la freccia risul-
4
I 0
ta 385 B -

Negli angoli 1 mecmenti torcenti e i conseguenti momenti princi
pali aumentano con Ll crescere del rapporto bf/a e tendono al va-

Al [ 52 & " - 1

iore SO S ARe =< .7 (1= ¥}; le direzioni principsli somo anco—
& *

ra a +45° rispetto alle direziomi

X, ¥ . Per la pressnza della

reazione R occorrono, oltre alle armature allfestradosso e all*in
tradosso in cdrrispondenza dell®angolo, anche adeguati ancoraggi

che impediscano il sollevamento dello spigolo.

7.9.3. Le travi perimetrali dellg 1a

Lungo il contorno la lastra rettangolare & soggetta alla reazio
ne r di Kirchhoff e trasmette quindi tale reaziome cambiata di se-
gno ai wvincoli,

Se il contorno & saostenuto da travi, queste debbono essere in
grado di resistere ai carighi 1 cbn movimenti limitati, sensibil-
mente inferiori alla freccia della lastra, Se il carico & riparti
to uniformemente, la reaziane r Ppud venire valulata con sufficien
te approssimazicne attribuendo = ciascuna trave la parte di carico
compresa fra la mediana ad essa parallela e le bisettrici degli an
goli, pertanto sulle travi 4i lunghezza maggiore il diagramma ri-
sulta trapezoidale e triangolare sulle altre due (Fig, 7,19),

Per le note questioni relative alle condizioni ¢i KirchhofF, &
opportuna maggiorare i carichi cost ottenuti del 10f quando il rap

porto dei lati € poco diversse da 1.
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Fig, 7.19

7.9.4, Lastra sottile soggetta ad un carico concentrato

In cnx:rispondenza del punto di applicazione del caricoe concen—
trato tutte le azioni internme acquistano valore infinito non sols
per la lastra rettangolare in condizione qualunque di vincolo, ma
anche per ogni altro tipo di lastra, Che cid debba accaders ci si
pud rendere conto facilmente per 1*aziane tagliante, estraendo un
elemento cilindrico di lastx:e di raggio infinitesimo intorno al ca
rico e valutando quindi 1'azione tagliante media, che risulta infi
nita, essendo il raggio infinitesimo,

Il case del carico concentrato rappresenta una astraziome teo—
rica che non ha rispondenza in pratica perch® i pesi agiscono sem—
pre su aree finite; tuttavia il risultato Sta ad indicare la sensi
bilitd della lastra alle azioni concentrate @ 1°importanza degli
strati imerti, sistemati per ripartire i carichi; di solito si am—
mette che all'interno di tale strato la diffusione del carico av—
venga con inclinaziaone di 45°, *

Un caso di notevole importanza pratica, spesso ricorrente ne-—
gli impalcati dei ponti, & quello di una lastra molto allungata (di
s0lito chiamata soletta) sottoposta a carichi agenti su area limi-
tata,

In prima approssimazione pud essere consentito, quando non si
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effettul il calcolo come piastra elastica, di valutare il benefi-
cio conseguente al Funzionamento come lastra nel modo seguente: 3e
(fig.

.20) sono i lati'del rettangole

2 &la-luce e se A € xy ;
R, .
caricato, il carico pud essere con !

t
i
i
i i

o

siderato agente su un pid ampie

rettangolo avente il lato secomdo

i

x pari a A' = A _+2S_.+ 3 = 7
= x x £ f\y
= A+ ; 4

A t23 ¢3, e quello secando 3" i}l_ | X
1tasse y (lungo il quale la la- R 1
stra & supposta illimitata) pari a 1 )‘"L |

a 1

¥ & 2
Ry Ay 28,85+ 3 » e
essendo 55 lo spessore dello strato Fid. 7.20

inerte e 5 lo spessore della lastra,

La larghezza J.;r non deve essere maggiore della luce a e 1'

aumento.del terzo della luce non deve essere effettuato quando i1

carico & prossimo 24 un appoggioc. La

striscia larga A}')
considcrata lsolata.

Particolare importanza acquista in tal caso anche 1l!'armatura
parallela al lati maggiori, armatura che dal ca'colo spprossimati-
vo non @ possibile dedurre: seconde correnti indicazioni, 17arma—
tura unitaria di ripartizione per metro, dispgsta nella direzione
del lato maggiore,deve essere non infericre ad 1/4 dell'armatura
unitaria principale; 1'armatura di ripartizicne @ posta prevalentg
mente nella zona centrale e all'inu*adosso,r ma non va dimenticata
1! importante Funzione che essa assolve anche per Fissare i Ferri

principali nella loro pdsizime prevista,

7.9.4. Lastra gquadrata in

ez C PRIMA TRAND APPOES: )

I diagraemi delle principal:. azioni interme sono raffigurati
nella fig, 7.21; al selite riportiamo qualelz dato di particolare

&

interesse: -
Y
n o= Eazs 1% . é" ?ZL- m é >
c 56 o
2l N = i
Ea Z T—//; _% 7
" (max) -Ba. | 2 T =7
19,4 7 \-‘-"'—A,ﬂ%
4 7
£ = 0,00126 22~ | R é (Mﬂi Ty 9 .
A
Lu_ngu il contorno, essendo o
in ogni punto v;y =g, ik
momento torcente risulta Fig. 7.21

nulle; quindi, per le cose
dette per la lastra appoggiata, risulta nulleo anche lo stato Fles=

sionale negli angoli,

7.10, IL SOLAIO A FUNGO

7.10.1. Premesss

Un tipo di lastra che si usa sSpesso negli edifici industrisli
2 il solaio a fungo, nel guale gli appoggi intermedi, e spessc an—
sono isolati e dispesti di solite in modo
nei vertici d4i

che quelli perimatrali,
regolare, ossia in File parallele ed equidiztanti,
rettangoli o quadrati uguali tra loro. Generalmente la costruzio—

ne & a pid piani e i pilastri continuano 2l di sopra dei solai im-
termedi. =

Le dimensioni delle sezioni dei pilastri sono relativamente pig

cole, per cut in corrispondenza di essi la lastra sarebbe soggetta
» momenti Flettenti e a sforzi di taglio assai elevati. Per ridur
re i valori di tali sollecitazionmi, le sommitd delle colonne sono
~dotate di capitelli che conferiscons ai sostegni quel particolare
" aspetto da gui ha tratto origine la denominazicne del tipc del so—

"1aio, I capitelli possonc assumere forme diverse {tronce di ceno,

viene poi

90

tronco 31 piramide); le loro geng
ratrici & bene che, di norma, non
siano inclinate pid di 45° rispet
to glla verticale, ¢ se quest'in-
clinazione viene superats, si con
sideri 1a diFfusione dei carichi
soltanto entro le rette a 45°
{fig, 7.22). Per contenere i va-
lori nassﬁi dei tagli e del mo—
menti entro iimiti tollerabili,
di solito la larghezza dells som—
mitd del Fungo risulta maggiore o
uguale & 1/4 ¢ 1/5 dalla distanza
dei pilas:ri. e lc spessore s della lastrs si assume pari a
4> a/3s e quella delia soletta posta in sommitd del dapitello,
s,z s/2 (fig, 7.22).

Fig. 7.22

o1 £ un 1 ange

&imensgm LED & Foymemonte caricato

Isolata una maglis, con riferi
mento alla £ig., 7.23, le condizio-
ni cui deve soddisfare la superfi-

7410, 2.

cie slastica wix, y) risultane CH 0

evidentemente: B T

W= 0 nei puntl A, B, C,D3¢ (f—»

g =8, tx=° rei punti delle l
rette x=0, x=aj;

' ! A r-f 31’{1 o
dv=0, t =0 nei punti delle puE Hox
3}' Y rette y=0, y="0. .

La soluzione venne ottenuta in se- tig. 7.23
rie deppie (Lewe, 1920) e semplici (NWadai, 1322).

Lews ha ricavato le sollecitazioni per vari rapporti fra i la-

ti del campo e del capitello supponendc le reaziomi di questo ripaz

tite uniformesmente, Per capitelli e campi quadrati con rapporto
dei lati pari 2 t/4, i diagramni dei momenti somo riportati nells
Fig. 7.24 e i valori pid significatrivi sono, per ¥ =20 {Lewe)?

(medy = (my)a =- 2372—
("‘x}a = 19;,_23' (mx}n
{mx)c = ('“y)c ® %%3
¥, = 06,0049 Eé"' .

v, = 0,003% E'Ei .

solaio a fur -
gariceto a strisce
La condizione di sovraccarico gemerale {punto b} Fornisce
con buoma approssimszicme i massi- i
mi momenti negativi; per avere i
massind momentd positivi, si deve
considerare invece il carico al-
terrate a strisce, Scomponendo
quindi tale condisione in una sim
metrica e in un'altra antimetrica,
per la prima i momenti sone quelli
riportati nel punto precedente s:)-
il comporta—

stituende p/2 a pi
mento della seconda {fig. 7.25), se

e

— ]




si suppone trascurabile la ri¥fdezza dei pilastri e nulla la reazig

ne @€l capitello, si identifica ovviamente con quells di strisce
semplicemente appeggiate, Sottoposte anch'esse al carico, natwral-
mente alternato, = 5/2 . Quindi il momento e lo spostamento massi-~
mi risultanc

2
:Da+Dah:Da
o 76 16 13

4
; v =LB£—(0.0025+0,0065) .

c

7.10,4, Procedimento di calcolo semplificato

I risultati dei calcoli precedentemente riportati riguardanoc
schemi limiti che, pur essendo utili per orientamenti e confronti,
si possono sensibilmente ScoStare dallo statc di cose reale, essen
r!o-il nunero dei campi finito, le reazioni dei capitelli non un}.Q
formi e la rigidezza dei pilastri, quando vends chiamata in causa,
hor nulla, Per tali ragioni si ricorre in pratica spesso a metodi
approssimati che possana tener conto dells tecoria senza peraltro
ignorare i vari aspetti effettivi del problema,

I3 pz-'oced imento adotta—

2, rel ¢aso che le cimen= SRR
dei . o | a +
sion) del campl e le condl i Pt e
4 3 b o —
zioni di carico si manten- L ff__ _m ﬁ"c{/ x5
= T
gono analoghe, & quello 41 2 > 1y,
N : % [r 22
zonsiderare 11 solais come i_ > "?‘a:‘;
cd
trave continua, per esempid < 4‘4. XS i)
Q. SN RS O vl _"él/

secondo x (fig. 7.23). lac

-

7.26

ga quanto ic epessore zlla

1zstpa 2 soliflale con 1 pi~ Fig

iastri superivri e infertori,

tec:sa la conflizione di carico accidentale da adottare, per gquesta

2 ey i carichi permanenti, Si potranno e ominagre le sollecitazig
<1 i=riecando gli ordirary metsdi 31 calcolo dei relai, avende perd

sresente che, per guante riguarda i casi di spostamenti dei modd

rn trascurabili, 1'ipotesi dell'infinita rigidezzpa delle travi

z1d essere frequentemente nan legittima.

Ricavati i moment: negativi e positivi massimi, & evidente che
-3n sard lecito considerarii ripartiti uniformemente nell’intera
.:rchezza; quindi la lastra viene divisa in tre parti, una "di co-

lszmna”,

lar3a a/2, e altre due "di campo”, complessivamante lar-

a2 zncora af2 . I momenti positivi trovati per l'intera larghez—

22 a Sl attribuiscong per i1 55¢ per la striscia "di colomna® e

- i1 457 alle due "di campo®; all'incastro, le ripartizioni si
famno sensibilmente pid disuniformi e le due gquote di ripartizione
73 e 257.

I1 calcolo deve essere ripeturto anche secondo l'aitrs direzio—

[F]

v, considerando sulla nuova trave continua ancorz il carico com

ficordiamo infine che, sempre nell'ambito di valutazioni prati-

, occorre verificare la seziope resistente ove la lastra si spic

Se =i pensa di isolare questo, il complessive
T = plab=-2zd};

=5 2zl capitello,

1o sforzo di taglio unitario

t . Per i1 calcolo del capitello si

spamelteg
T 2{ced)
3 guanio @ stats derto per i plinri di fondazionme.

srmature ia disposizione pid opportuna sarebbe quella

¢ le strisce 4i colonna e, nel centro,

i
5
)

secon

tuttavia, per evitare fastidiosi imgom—

e, per l'interaz lastra, i ferri paralle

"

4

7.11. INDICAZIONI DI CARATTERE COSTRUTTIVO

7.11.1. Criteri relativi al dimensionsmento e alla distr:i.z ..
delle armature nelle lastre piane rettangolari d: --me .

fe armato

Roti i diagrammi dei momenti flettenti, occorre definif<. <.

relaziene al valore del massima momento, lo spessore della lastrai

assunto per esso un valore di tentative s, si verificano, cox
normali procedimenti in uso per le sexzicni in cemento armac., 1¢

rensioni nel calcestruzzo, In via approssimata, si pofsonc verifi
AN P NN P St NP Pt N NN

s care immediatamente, per un dato spessore, le tensioni passime nel
PP APy Pl PP PAI NPT SIS e

B!

= (5,
1-5

Poichd normalmente si fa riferimento ad una striscla 4i lar-

calcestruzzo mediante la formula semplificata o =

Vghezza pari ad 1 metro, ricavata l'area del ferro necessaria pes
1 m di larghezza, $i adotta di solito per i ferri un interssse aca
superiore allo spessore,

Le armature principali vengono di norma disposte paralleiamea-
te ai lati, avendo 1'avvertenza che ovunque il diagraama dei soman
ti resistenti ricopraz convenientemente quellc dei momenti Fletten-
ti.

, a4 esempio, varia sia secondo »

Il momento Flettente m i
~

X

secondo y: della variazione di m , secondo x, si tiene cento
B P et e P N PN L e O

interrompendo o piegando opportunamente i ferri; della variazione
ai m. secondo y 5i_tiene conto variando 1l'interasse dei ferri a
;:;;;.ando il diametro delle armature. Analugamence si opera per il
momento sny -

Armature aggiuntive (2d esempio negli angoli delle lastre ap-
poggiate) si rendono necessarie in guelle zone in cui le direziomi
mrincipali si- scostanc sensibilmente dalle armature dirette paral-

. lelapente ai lati, e i relativi momenti filettenti risultano di va-
lore elevato, : i

§i comsideri ad esempio il caso della lastra quadrata appeggis

ta e uniformemente caricata: il diagramma del momento fiettente,

ad esetpio Lt relativo alla stri
m di larghezza unitaria
ha un andamentc - in prima approssi
mazione — sinuscidale con valore mas
pa“ /24,6,

I Ferri {fig. 7.27) si dispongono in

simo pari a (per ¥ = 0,1}

A
genere rialzandone una parte in pros

simitd dell‘*appoggio.
N N NP

Mei casi correnti, quando il ca~
rico sia ripartito e la lastra di non

grandi dimensioni, 1'armatura in di-

retione x, relativa alla striscia

T_L R

centrale, sl estende per una larghez _'~/J¢, { ah E o) :
ta pari ad a/2 (striscia 1 della E :'“***"**':
Fig. 7.28); le strisce 2 , di lar- a2 a% i @ '
ghezza "a/4 , vengomo armate ascriven l € i
do ad esse armature, p;er metro, pari ¥ a‘?é @ 1
ar~2/3 di quelle relative alla stri- T i i

scia 1, Analogamente si realizza—
na le armature seconds y.

In prossimit} degli anaoli, dove le direzioni principali sanoc
dirette secondo la diagonale ¢ la normale ad e.sa, & necessario 4
sporre un'armaturs aggiuntiva seconds tali direzioai; 2 evidanve
che i Ferri seccndn la diagonals risulteranno posii all'estradoss
(mu tende le Fibre superiori), mentre gquelli secondo la noimaie
alla diagonale verranno disposti all'intradosso,

La zona interessata da tali armature aggiuntive $1 estende 33
viene

'3 = 1/5 dslla diagonale, dove

m =0 e @
¥

fwrri g intTeSosso




In pratica : sempre opportunc prevedsras l'esisienzae di un te
nue momentos d'incastro. ’ x

Nel cas¢ della lastra appoggista rettangolare, si eFfettua dap
Prima il calcolo delle arma—
ture secando x e y in cor—

rispondenza delle strisce u-—

nitarie centrali; e, quando

: . a
y‘L afﬁ

sussistano le condizioni pre J:J’ g_%

cedentemente accennate, le

armature cost ottenute (fig,

7.29) secondo y si conserva

no costanti per ‘la striscia

centrale larga a/2, riducen
dole ai 2/3 per le strisce la

Fig. 7.29

terali larghe a/4 ; mentre, Se
condo x, le armature relative alla striscia unitarias.centrale si
estendono per una larghezza pari a (b=~a/2}, riducendoie 2l 2/3
per le strisce laterali larghe a/4.

In corrispondenza degli angoli di dispongono le armature ag—
giuntive secondo guanto indicato per le lastre gquadrate, tenendo
~onto che le direzioni principali risultano essere quelle secondo
la bisettrice e la sua normale,

Per le lastre incastrate, calcolati i ferri secondo le d:‘..retig
ni x e y, con riferimento ai relativi diagrammi dei momenti flet
tenti per le strisce unitarie centrali, si estendono trasversalmen
te con criteri analoghi a quelli della lastra appoggiata; non sono
necessarie armature aggiuntive negli angoli.

Di solito le lastre non vengono
armate a taglio, in quanto le ten-
sioni tangenziali risultano noraal '
7ente inferiori ai valori limiti

ammissibili; nellfipotesi che que

sto non accada, & conveniente au-—

Fig. 7.30

nentare lo spessore fino a ridurre
entro limiti accettabili; comunque le armaturs

i valori delle 1
3 taglio si possonc realizzare con ferri disposti, ad esempio, €0
ne & indicato nella fig, 7.30.

Nella pratica costruttiva, inoltre, su tutto il contorno del=
ta lastra S5i realizza un cordolo Opportunamente armato con ferri
firitti e staffe in cui devono essere ancorati i Ferri di armatu
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~a della lastra.

B) LASTRE CIRCOL:?I INFLE33S, SOTTOPOSTE A FORZE DISTRIBUITE
SIMMETRICAMENTE ATTORNO AL 20

.12, Ovviamente valgono ancora le ipotesi a suo \:em};o illustréte
per le lastre sottili inflesse, Consideriame una lastra cir
:olare di raggio s e di spessore 5, soggetta a forze e a reazioni
lei vincoli aventi simmetria "polare™ (rispetto al centro 0, fig,
31
e & in funzione soltanto del

Cos! stando le cose 8 evidente che lo stato di sollecitazic

.2 distanza r dal centro,
er cui ragiiata la lastra
on un pianc diametrale, in
7 generico punto di tale sg

ione in cui si indichino con

+ T, 2 1 tre assi di riferi
ento (fig. 7.331), le tenmsip
Togt Tgp SOMO nulle per ragioni di Simmetria, ed
nulla anche, per il principio di reciprocitd, <t

i tangenziali
vt d in ogni pun=-

o le direzioni t,r sono quindi principali, Le azioni interne

i riducono in definitiva a m_y @y t . I taglio t_ & perd

tl
taticamente determinato: considerata infatti yna sezione cilindri
a, per 1l'equilibrio alla traslazione verticale della parte centra

e isolata, soggetta al carico Q{r), si ha:

10D

92

-z2 interna ossia sul modo di deformarsi della lastra,

. L 9fe)

r 2 nr

G.24

Le ipotesi sonc ancora quelle formulate nel paragrafo 7.3.
Considerata l'origine deli'asse r nel cemtro O, e detta @ la
rotazione della tangente alla superficie elastica nel piano r—z
Fig. 7.,32)}{positiva se il punto

31 wova al di sopra del pianc me~ /O
dic della lastra), per gquanto & sta |/ ¥
to detto al par. 7.3 si ha {(a 4@ i

positive corrisponde una dilatazio—
ne sul lembo inferiore positiva)

§ 249

T 2dr '

essendo Er il valde della dilata
zione secondo r sul lembo teso,

Poich® in un generico punte la
rotazione P della tangente e della normale sono evidentemente uqua
14, ie Fibre anulari sui lembi varianc il loro raggio della quanti=~
t3 Ar =@ s/2, e presentano quindi la dilatazione uniforme

E :-4—r=_i’§

t r

m o

5i ha allora, per le tensioni sui lembi,

- E s
g_=—— 1 +¥VE )= —-—g—;— (q;-‘p?g
T t 3 2 :
T 1=
= [7.24]
= B 8 ¥ ' §
SES 2 (r S
Y-
di conseguenza, essendo anche
&
= it - 6 o
= s =
ol 52 t S? ’
si ottiene
¢, P
mo=Blgsv ), m, = B(Z +vQ) , (7. 24]
. 2 £ =
in cui al seclitoc B =

12( 1-1'2) "

I termini presenti nelle due equazioni sono legati da segno po
sitivo perchd, considerato un elemento della lastra soggetto ai mo
menti mr, mt positivi (secondo le convenzioni a syo tempo dette),
P, dap

Le due equazioni [7.24] scaturiscono calle condizioni ¢i congruen—

le quanticd relative all® Stesso elemento sono positive,
Consideratro
un elemento di questa, delimitato in pianta da due raggi e da due
paralleli infinitamente vicini, & facile scrivere per esso ia con-

dizione di equilibrio giratorio ottemends (fig. 7.33):

dm

m, +-a—x-_£r—m

= +trr=D H

t

operate le sostituzioni, si ha

anche

t

i ? r =
grrpPr-e=g. [
z
che pud venir scritta nella forma
4 11 8 tr
3 [;5‘“9”’] =-3 - (.24

Essendo poi si ot-

9= -,

=

(g




tiene facilmente, nota la funzione @ , anche la superficie elasti
ca; le costanti arbitrarie che si ottengono dalle clitate equazioni

differenziali, si determinanc naturalmente com le condizioni ai 13i

miti.

7.13. LASTRA SOTTCPOSTA AD UNA DISTRIBUZIONE UNIFOBME DEI MOMENTI
m, SUL CONTORNO (£ig, 7.34)

Dall'equazione E']zsj . con doppia operazione di integrazione

5i ottiene:

2 c
T ,,.z, .
ra@= C1 LE + C @= C ‘é‘ o H Ei.2ﬂ

poichd si ha @=0 per r=0,
nelle [7.27] ceve essere C,=0 ,
altrimenti per r=0, @ risul-
terebbe infinito, e si ha allcra

{posto C = cﬂ/z):

@=Cr, @ =C

Sostituendo nelle [7,24] risulta

ossia i momenti principall sono in ogni punto uguali fra di loro,

quinli lo stato d4i flessione uniforme; e poichd sul contorno deve

essere m_ = m, , in ogcni punto e in ogni direzione si ha:
mr = .'Et = '.‘kq ’
inoltre 5
m_r
mn 'I!DI‘ - .
G mm—m g = ' B{1+%)
B{1+%) B(1+%)

7.1, LASTRA INCASTRATA AL CONTORNO SOGGETTA A CARICO UNIFORME
(Fig. 1.35)

Nel centro:
222
gy iy, = ren) 16
4 _ _ga®

£ = -"’3—5 =&a=z8 ¢
al contorno:

2 2 Fig, 7.35
m_ o= - 2 B e i
r 8 T 8

7.15. LASTRA INCASTRATA AL CONTORNO SOGGETTA A CARICO P
CONCENTRATO NEL CENTRO

e e

Nel centro i valcri delle azioni =
interne risultanc infinite (fig, 7.36) }——Yo—ﬁ
|-<p=-| t

& S1 ha incltre:

al contorno

P P
BaB®T gy o Me = =W s
2 : o
BowoabBl Fig. 7.36
16n B

7.16, LASTRA APPOGGIATA Al CONTORNO SOGGETTA A CARICO UNIFORME

La soluzione pud essere ottenuta direttamente, oppure Sovrappo
nendo alla soluzione della lastra incastrata gquella della lastra
scarica soggetta lungo il contorno 2l momento di incastro perfetto

cambiato di segno.

31 ottiene cos! (fig. 7.37):

nel cenwro

2
- = B
mi=m o= () B,
v ul
§‘=h- BB, 4
1+¥ 648
al contorne
2 Fig. 7.37
= o2, -3
mr_-o § m:_P_—B {(1=7) .

7.17. LASTRA 5OGGETTA A FORZE q E A MOGMENTI m DISTRIBUITI
UNIFORMEMENTE LUKGO UNA CIRCCHFERENZA

Questi due casi (fig. 7.38), a parte il lore direttc interes—
se, consentono di studiare con grande facilitd la lastra anulare
soggetta a gqualunque condizione di vincolo e di carico purché,
stintende, simmetrica rispettb all'asse (7‘3}.

&

[
S
P

P =

rig. 7.38

7.18. LE ARMATURE

*  Nulla @i sostanziale da aggiunéere a quanto si disse nel pa-—
ragrafo 7,11.1 Per la particolaritd della forma ¢ della condizig
ne di carico, la disposizione delle armature pidl normale (fig,
7.39) & naturalmente guella costitui
ta da barre radiali e circolari. Qua
leora 1a lastra non sia forata, ossia
presenta un solo borde, la sovrappo- .
sizione dei Ferri radiali risul tereb
be proibitiva ed & allora necessario

ricorrers ad un graticcio di ferri

ortogonali, cid che & del tutto logi

co poiché nel centro tutte le dire-
zioni somo principali. I ferri radia
1i disposti usualmente nella parete inferiore alla lastra vengona
in parte rialzati in vicinanza del bordo, per cestituire, insieme
con spezzoni aggiuntivi, l'armatura resistente allfeventuale momen
to d4i incastro. Di solito, se la lastra & piana e se ¥ =0, i mo
menti m. rimangono positivi e pertanto le armature circolari so—
no prossime allitintradosso,

In ogni casc occorre controllare che i diagrammi dei moaenti

siano esterni ai corrispondenti diagrammi effettivi,

{7'3) P. POZZATI, II calcolo semplificato delle lastre ad anello,
"Giornaie del Genio Civile", maggio 1954,




